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В процессе проведения биомагнитных (магнитокардиографических) исследований прихо-
дится учитывать пространственные особенности структуры входной преобразователь —
сердце: глубину залегания, местоположение и ориентацию токового диполя, геометриче-
скую конфигурацию входного преобразователя. Пространственная спектральная плотность
источника имеет ярко выраженную зависимость от глубины его залегания. В работе рас-
смотрены вопросы вывода и анализа пространственно-частотных преобразований входного
преобразователя и его пространственных фильтрующих свойств.
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Введение. В биомагнитных исследованиях [1–6] на основе сверхпроводниковых маг-
нитометрических систем (СМС) основным преобразователем биомагнитного (магнитокар-
диографического—МКГ) сигнала является входной сверхпроводниковый преобразователь
(ВСП) магнитного потока, имеющий разнообразную геометрическую структуру. Выбор
структуры ВСП зависит от условий исследований и требований защиты от внешних маг-
нитных полей. В магнитоэкранированных помещениях — это магнитометрическая струк-
тура (на рис. 1 положение оси ВСП — x0, y0 = a) или градиентометрическая первого
порядка (на рис. 1 положение оси ВСП — x0, y0 = b), в клинических условиях — гради-
ентометрическая структура второго порядка (на рис. 1 положение оси ВСП — x0, y0 = c).
Магнитометр представляет собой одиночный приёмный контур, градиентометр первого
порядка — два коллинеарных приёмных контура (включаются встречно и имеют равные
площади, * — символ встречного включения). Расстояние между приёмными контурами
называют базой (base). Градиентометр второго порядка состоит из двух градиентометров
первого порядка, также включённых встречно.

В соответствии с рис. 1 сигнал на выходе ВСП произвольной структуры, имеющего N
приёмных контуров одинаковой площади S, в точке расположения его первого приёмного
контура (x, y, z) в единицах магнитного потока можно записать в виде [4, 5]

φ(x, y, z) =
N−1∑
i=0

ai

∫ ∫
S

bi · ni dS, (1)

где bi — вектор магнитной индукции в области i-го приёмного контура ВСП, создаваемый
сердцем; ni — вектор нормали i-го приёмного контура ВСП; i — коэффициенты, ai —
учитывает конфигурацию ВСП.
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Рис. 1. Конструкции приёмных контуров ВСП

Обычно при проведении МКГ-исследований измеряется проекция на ось z вектора
магнитной индукции, создаваемого сердцем [1–3, 6], т. е. векторы ni ориентированы па-
раллельно оси z (их проекции на оси x и y равны нулю). Полагая, что приёмные контуры
ВСП плоские, в скалярном виде выражение (1) примет вид [7, 8]

φ(x, y, z) =

∫ ∫
S

N−1∑
i=0

aib(x, y, z + i · base) dx dy, (2)

где b(x, y, z) — проекция на ось z вектора магнитной индукции, создаваемого сердцем.
Измерения МКГ-сигнала независимо от типа ВСП производятся по одной и той же

сетке измерений магнитокарты [6] по координатам x и y c расстоянием z0 от грудной
клетки до первого приёмного контура ВСП. Тогда согласно (2) выражения для сигнала на
выходе ВСП для магнитометра (φ1) и градиентометра (φ2) второго порядка будут иметь
вид

φ1(x, y, z0) =

∫ ∫
S1

b(x, y, z0) dx dy,

φ2(x, y, z01) =

∫ ∫
S2

b(x, y, z0) dx dy − 2

∫ ∫
S2

b(x, y, z02 + base) dx dy +

+

∫ ∫
S2

b(x, y, z0 + 2base) dx dy. (3)

Из (3) видно, что сигнал на выходе ВСП для одного и того же источника магнит-
ного поля в одной и той же точке магнитокарты по координатам x и y зависит от па-
раметров ВСП, его структуры и z0, т. е. амплитудные и пространственные соотношения
МКГ-сигнала являются функцией структуры ВСП.

Цель предлагаемой работы — найти пространственно-спектральные преобразо-
вания (ПСП) для ВСП биомагнитной системы. В сочетании с ранее найденным

пространственно-спектральным преобразованием для эквивалентного токового диполя

(ECD), как источника магнитного поля в [9], это позволит предъявлять требования к кон-
струкции ВСП с точки зрения глубины залегания ECD и учитывать пространственные

фильтрующие свойства ВСП.
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Метод решения. Анализ соотношения для магнитного потока на выходе ВСП магни-
токардиографа произвольной структуры (2) показывает, что он может быть записан в виде
уравнения свёртки через весовую функцию приёмного контура (согласно вышепринятому
допущению все приёмные контуры ВСП имеют одинаковую площадь S). Найдём весовую
функцию приёмного контура w(x, y), которая не зависит от характеристик источника маг-
нитного поля, а определяется только параметрами контура. Подставив в выражение (1) в
качестве входного воздействия 2D дельта-функцию, получим

w(x, y) =

∫ ∫
S

δ(x− x0, y − y0) dx dy. (4)

Для вычисления данного интеграла воспользуемся фильтрующим свойством дельта-
функции, которое в одномерном (1D) случае можно записать в виде [10]

d∫
c

δ(x− x0) dx =

{
1, x ∈ [c, d];

0, x /∈ [c, d],

где c и d — пределы интегрирования. По аналогии в случае 2D имеем

w(x, y) =

∫ ∫
S

δ(x− x0, y − y0) dx dy =

{
1, (x, y) ∈ S;

0, (x, y) /∈ S.
(5)

Если приёмный контур имеет вид окружности, то весовая функция будет иметь вид

w(x, y) =

{
1, x2 + y2 6 R2;

0, x2 + y2 > R,
(6)

где R — радиус приёмного контура. Аналогичным образом могут быть найдены выраже-
ния для весовых функций приёмных контуров с любой геометрией.

Таким образом, выражение (1) может быть преобразовано к виду уравнения свёртки,
где удаётся разделить характеристики источника и приёмника магнитного поля [7, 8]:

φ(x, y, z) =
N−1∑
i=0

ai

∞∫
−∞

∞∫
−∞

w(x, y)b(x, y, z + i · base) dx dy. (7)

Поэтому для анализа структуры ВСП — сердце может быть применён спектраль-
ный подход, который позволяет от интегральных представлений перейти к произведе-
нию ПСП-источника (ECD) и приёмника магнитного поля — ВСП. Это позволяет найти
ПСП-функцию ВСП произвольной структуры, которая не зависит от характеристик ис-
точника магнитного поля, а определяется только его параметрами.

После применения 2D-преобразования Фурье к выражению (7) получим, что 2D
пространственно-спектральная плотность сигнала на выходе ВСП произвольной струк-
туры (в единицах магнитного потока), Φ(ωx, ωy, z), имеет вид [7]

Φ(ωx, ωy, z) = W (ωx, ωy)
N−1∑
i=0

aiB(ωx, ωy, z + i · base), (8)
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где B(ωx, ωy, z) — 2D пространственно-спектральная плотность проекции на ось z век-
тора магнитной индукции, создаваемого сердцем (ECD); W (ωx, ωy) — пространственная

передаточная функция приёмного контура (имеет размерность м2), равная:

W (ωx, ωy) =

 S, ωx = 0, ωy = 0;

2SJ1(R
√
ω2
x + ω2

y )/(R
√
ω2
x + ω2

y ), ωx 6= 0, ωy 6= 0,
(9)

где J1(x) — функция Бесселя первого порядка. Подробный вывод выражения (9) представ-
лен в Приложении 1.

Если в качестве ВСП используется магнитометр, то выражение (8) преобразуется к
виду, где удаётся разделить пространственно-спектральные характеристики источника и
приёмника магнитного поля в виде

Φ(ωx, ωy, z) = W (ωx, ωy)B(ωx, ωy, z). (10)

Для ВСП произвольной структуры преобразование выражения (8) к виду выраже-
ния (10) можно получить, определив закон изменения B(ωx, ωy, z) вдоль оси z. Изучение ли-
тературных источников и собственных экспериментальных данных показывает [1–7], что
при определении закона изменения B(ωx, ωy, z) вдоль оси z обоснованным является пред-
положение о том, что магнитное поле сердца создаётся совокупностью пространственно-
распределённых ECD. В рамках такого подхода второй член выражения (8) преобразуется
к виду [8]

N−1∑
i=0

aiB(ωx, ωy, z + i · base) = B(ωx, ωy, z)
N−1∑
i=0

ai e
−(i·base)

√
ω2x+ω

2
y . (11)

Подробный вывод выражения (11) представлен в Приложении 2.
С учётом последнего соотношения из (8) получим

Φ(ωx, ωy, z) = WN−1(ωx, ωy)B(ωx, ωy, z), (12)

где WN−1(ωx, ωy) (имеет размерность м2) — 2D пространственная передаточная функция

ВСП произвольной структуры, равная:

WN−1(ωx, ωy) = W (ωx, ωy)WvN−1(ωx, ωy). (13)

Здесь WvN−1(ωx, ωy) (безразмерная величина) — 2D пространственная передаточная

функция фильтра верхних частот (ФВЧ) (N − 1) порядка, равная:

WvN−1(ωx, ωy) =
N−1∑
i=0

ai e
−(i·base)

√
ω2x+ω

2
y . (14)

Таким образом, получено выражение для 2D пространственной передаточной функ-
ции ВСП произвольной структуры, что является достаточным для описания такого рода
систем. При условии, что контуры ВСП одинаковы, она равна произведению 2D простран-
ственной передаточной функции приёмного контура и 2D пространственной передаточной

функции ФВЧ (N − 1) порядка.
Для частных случаев 2D пространственной передаточной функции ВСП имеем:
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Рис. 2. Модуль и сечение модуля 2D пространственной передаточной функции

магнитометра

N = 2, a0 = 1, a1 = −1 — градиентометр первого порядка:

W1(ωx, ωy) = W (ωx, ωy)
(

1− e
−base

√
ω2x+ω

2
y
)

; (15)

N = 3, a0 = 1, a1 = −2, a2 = −1 — градиентометр второго порядка:

W2(ωx, ωy) = W (ωx, ωy)
(

1− e
−base

√
ω2x+ω

2
y
)2
. (16)

Результаты исследований.
Магнитометрический ВСП. Анализ выражения (9) показывает, что 2D простран-

ственная передаточная функция магнитометра является фильтром нижних частот (ФНЧ),
АЧХ которой определяется функцией Бесселя первого порядка. На рис. 2, a изображён
модуль 2D пространственной передаточной функции магнитометра при R = 2 см, а
на рис. 2, b приведены сечения модуля 2D пространственной передаточной функции маг-
нитометра по пространственной частоте ωy. Сплошная линия соответствует значению
R = 2 см, пунктирная — R = 1 см.

Из рис. 2, a видно, что 2D пространственная передаточная функция магнитометра

является инвариантной к перемене координат, т. е. является поверхностью вращения.
Из рис. 2, b видно, что чем меньше радиус приёмного контура магнитометра, тем ши-
ре полоса пропускания фильтра. Для оценки полосы пропускания можно воспользоваться
частотой, при которой модуль 2D пространственной передаточной функции магнитометра

будет впервые равен нулю. В этом случае получим ω0 = 3, 9/R.
Градиентометрический ВСП. Из вышепроведённого анализа следует, что отличия в

2D пространственных передаточных функциях магнитометра и градиентометра опреде-
ляются видом АЧХ ФВЧ. На рис. 3 изображён модуль 2D пространственной передаточной

функции ФВЧ первого порядка WФВЧ(ωx, ωy) = 1 − e
−base

√
ω2x+ω

2
y при базе градиентомет-

рического ВСП base = 4 см.
На рис. 4, a приведены сечения модуля 2D пространственной передаточной функ-

ции ФВЧ первого порядка при разных значениях базы. Сплошная линия соответствует
base = 4 см, пунктирная — base = 8 см. На рис. 4, b приведены сечения модуля 2D про-
странственной передаточной функции ФВЧ первого и второго порядков при base = 4 см.
Сплошная линия соответствует ФВЧ первого порядка, пунктирная — второго.

Из рис. 4 видно, что чем меньше база, тем шире полоса заграждения фильтра, и
чем больше порядок фильтра, тем шире полоса заграждения фильтра соответственно.
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Рис. 6. Сечения модулей 2D пространственных передаточных функций магни-
тометра, градиентометров первого и второго порядков по пространственной ча-

стоте ωy

Для оценки полосы заграждения фильтра можно воспользоваться частотой, на которой
2D-модуль пространственной передаточной функции ФВЧ (N − 1) порядка будет равен

некоторому уровню β от максимума. При условии, что
N−1∑
i=0

ai = 0, получим ωβ = − 1

base
×

× ln (1− N−1
√
β ).

На рис. 5 изображён модуль 2D пространственной передаточной функции градиенто-
метра первого порядка при base = 4 см и R = 2 см.

На рис. 6 изображены сечения модулей 2D пространственных передаточных функций

магнитометра (сплошная линия) и градиентометров первого (пунктирная линия) и второго
(штрихпунктирная линия) порядков при base = 4 см и R = 2 см.

Заключение. Результаты моделирования показывают существенную роль анализа

ПСП для входного преобразователя СМС, в том числе магнитокардиографа. Показано,
что ВСП магнитометрической конструкции является фильтром нижних частот, а ВСП
градиентометрической конструкции — полосовым фильтром. Для обоих типов фильтров
в области высоких пространственных частот полоса заграждения определяется радиусом

приёмных контуров. У градиентометра в области низких пространственных частот полоса
заграждения определяется его базой и порядком.

Единый подход к анализу структуры ВСП — сердце (ВСП — ECD) позволяет предъ-
являть требования к конструкции ВСП для учёта его фильтрующих способностей при

предполагаемой глубине залегания ECD.

Сравнение результатов анализа пространственно-спектральных характеристик для
ВСП и ECD, полученных в [9], показывает, что для характерных глубин залегания ECD
z0 = 3–8 см [6–9], для согласования параметров ВСП и ECD необходимо, чтобы радиус
приёмной петли не превосходил 1 см, база градиентометра была как можно больше, но не
менее 4 см, структура градиентометра была первого порядка. Такой вывод неплохо согла-
суется с интуитивным выводом о реализации точечных измерений. К сожалению, здесь
приходится искать компромисс: борьба за чувствительность, обеспечение высокого уров-
ня подавления помех, обеспечение длительного времени сохранности жидкого хладагента.
Очевидно, что для детей требования к параметрам ВСП становятся жёстче. В дальней-
шем требуется отработка технологии математического преобразования одной структуры

ВСП в другую, что позволит решать проблему оптимизации не конструкционно, а за счёт
математического моделирования.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Передаточная функция приёмного контура может быть найдена в результате приме-
нения двумерного преобразования Фурье к выражению (6):

W (ωx, ωy) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

w(x′, y′) e−jωxx
′
e−jωyy

′
dx′ dy′, (6,1)

где ωx, ωy — круговые пространственные частоты по координатам x и y соответственно.

Введя полярные координаты ρ =
√
x2 + y2; x = ρ cosϕ; y = ρ sinϕ для данного инте-

грала, получим

W (ωx, ωy) =

2π∫
0

dϕ

R∫
0

e−jρ(ωx cosϕ+ωy sinϕ) ρ dρ. (6,2)

Согласно [11] имеем

a cosx+ b sinx =
√
a2 + b2 cos (x− β), (6,3)

где cos β = a/
√
a2 + b2, sin β = b/

√
a2 + b2.

С учётом формулы (6,3) выражение (6,2) может быть преобразовано к виду

W (ωx, ωy) =

2π∫
0

dϕ

R∫
0

e−jρ(ωx cosϕ+ωy sinϕ) ρ dρ =

2π∫
0

dϕ

R∫
0

e
−jρ

√
ω2x+ω

2
y cos (ϕ−β) ρ dρ =

=

2π∫
0

dϕ

R∫
0

e−jρω cos (ϕ−β) ρ dρ =

R∫
0

ρ dρ

2π∫
0

e−jρω cos (ϕ−β) dϕ, (6,4)

где ω =
√
ω2
x + ω2

y .

Вычислим внутренний интеграл в выражении (6,4), равный:

2π∫
0

e−jρω cos (ϕ−β) dϕ =

2π∫
0

cos [ρω cos (ϕ− β)] dϕ− j
2π∫
0

sin [ρω cos (ϕ− β)] dϕ =

=

2π−β∫
−β

cos [ρω cos γ] dγ − j
2π−β∫
−β

sin [ρω cos γ] dγ =

=

π∫
−π

cos [ρω cos γ] dγ − j
π∫
−π

sin [ρω cos γ] dγ. (6,5)
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Здесь была проведена замена переменных ϕ − β = γ; dϕ = dγ, и учитывалось, что
подынтегральные функции являются периодическими функциями с периодом 2π.

Для вычисления интеграла (6,5) воспользуемся [12]

π∫
−π

{
sin (a cosx)
cos (a cosx)

}
cosnx dx = 2π

{
sin (nπ/2)
cos (nπ/2)

}
Jn(a), (6,6)

где Jn(x) — функция Бесселя первого рода n-го порядка.
Из (6,5) видно, что в нашем случае a = ρω; n = 0 и выражение (6,6) имеет вид

π∫
−π

{
sin (a cosx)
cos (a cosx)

}
dx =

{
1

2πJ0(a)

}
. (6,7)

В результате внутренний интеграл в выражении (6,4) равен

2π∫
0

e−jρω cos (ϕ−β) dϕ = 2πJ0(ρω). (6,8)

С учётом (6,8) выражение (6,5) можно записать в виде

W (ωx, ωy) = 2π

R∫
0

J0(ρω)ρ dρ. (6,9)

В выражении (6,9) проведём замену переменной: ωρ = λ; ρ = λ/ω; dρ = ω−1 dλ, получим

W (ωx, ωy) = 2π

R∫
0

J0(ρω)ρ dρ = 2π

ωR∫
0

J0(λ)
λ

ω2
dλ =

2π

ω2

ωR∫
0

J0(λ)λ dλ. (6,10)

Для вычисления интеграла (6,10) воспользуемся [11]∫
xnJn−1(λ) dx = xnJn(λ). (6,11)

В нашем случае x = λ; n = 1, и выражение (6,11) имеет вид∫
xJ0(x) dx = xJ0(x). (6,12)

В результате передаточная функция приёмного контура равна

W (ωx, ωy) =
2π

ω2
ωRJ1(ωR) = 2πR

J1(R
√
ω2
x + ω2

y )√
ω2
x + ω2

y

. (6,13)
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Определим значение W (0, 0). Согласно [11] при x � 1 имеем J1(x) ≈ 0,5x. Тогда на
основании выражения (6,13) получим

W (0, 0) = 2πR
R
√
ω2
x + ω2

y

2
√
ω2
x + ω2

y

= πR2 = S, (6,14)

где S — площадь приёмного контура.
Таким образом, выражение для двумерной пространственной передаточной функции

приёмного контура (в виде окружности) примет искомый вид

W (ωx, ωy) =

 S, ωx = 0, ωy = 0;

2SJ1(R
√
ω2
x + ω2

y )/(R
√
ω2
x + ω2

y ), ωx 6= 0, ωy 6= 0.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Покажем, что

B(ωx, ωy, z + C) = B(ωx, ωy, z) e
−C

√
ω2x+ω

2
y , (11,1)

где B(ωx, ωy, z) — двумерная пространственно-спектральная плотность проекции магнит-
ной индукции на ось z, создаваемой одним ECD; C — некоторое число; ωx, ωy — круговые

пространственные частоты по координатам x и y соответственно.
Выражение для B(ωx, ωy, z) согласно [9] имеет вид

B(ωx, ωy, z) = −j µµ0
2

D[ωy cosα− ωx sinαx]√
ω2
x + ω2

y

e
−(z−z0)

√
ω2x+ω

2
y e−jωxx0 e−jωyy0 . (11,2)

На основании (11,2) выражение (11,1) можно записать в виде

B(ωx, ωy, z) = −j µµ0
2

D[ωy cosα− ωx sinαx]√
ω2
x + ω2

y

e−jωxx0 e−jωyy0 e
−(z+C−z0)

√
ω2x+ω

2
y . (11,3)

Рассмотрим последний экспоненциальный член в выражении (11,3). Его можно пре-
образовать к виду

e
−(z+C−z0)

√
ω2x+ω

2
y = e

−(z−z0)
√
ω2x+ω

2
y e
−C

√
ω2x+ω

2
y , (11,4)

откуда видна справедливость выражения (11,1), а значит, и справедливость исходного
выражения (11)

N−1∑
i=0

aiB(ωx, ωy, z + i · base ) = B(ωx, ωy, z)
N−1∑
i=0

ai e
−(i·base )

√
ω2x+ω

2
y .
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